REDUCCION DE RANGO

Una fuente genera vectores de datos reales aleatorios X =[x,,X,,...,x, | , estacionarios
en sentido amplio, de acuerdo a la figura (a). La descomposicién de la matriz de

autocorrelacion, en autovectores y autovalores, viene dada por R = E[XXT] = QQQT :
donde la matriz de autovectores Q = bl’ﬂz""’ﬂN] es unitaria y la matriz diagonal de

autovalores viene dada por A =diag [4,2,,.... ] . Los autovalores estéan ordenados de
mayor a menor, es decir, 4 >4, >..>2 4, 20.

Las observaciones X = X+ N son versiones de los datos X, degradadas por un término
de ruido N segun se indica en la figura (b). El término de ruido N es blanco, de media

nula y con matriz de autocorrelacion E[BET ] =0} | T
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Una técnica frecuentemente utilizada en Procesado de la Sefial es la denominada de
‘Reduccion de Rango’ (‘Rank Reduction’). Dicha técnica consiste en lo siguiente.
Considere el siguiente vector transformado:

X, =P (X+N)

donde gerQT es una matriz de proyeccion, siendo la matriz
= =r

Qr =bl,(_12 (_L] r<N una matriz compuesta por los primeros r autovectores

(columna) de la matriz de autocorrelacion R.
Algunas propiedades de la matriz de proyeccion P son las siguientes:
=TI

- Py QNxN —gr) son matrices simétricas.

- P vy QNxN —gr) son matrices idempotentes, es decir, gfzgr y

=r

QNxN _Er)z ZQNXN _L)-

Asi como, también:
Q'P Q=I con I =diag[Ll...10,...0]

r(N-r)




El ejercicio trata de estudiar la existencia de valores de r para los que es posible
afirmar que la proyeccion de la observacion X, :zr(}_(+ﬂ) es una estimacion mas fiel

del valor real X que la propia observacion X=X+E.

Se pide conteste a las siguientes preguntas:

1.- Obtenga la expresion de la matriz de autocorrelacion de las observaciones
X=X+N.

2. Obtenga la expresion de la matriz de autocorrelacion del vector de observaciones
proyectado X, =P (X+N).

3. Obtenga la expresion de la relacion Sefial-Ruido (SNR) de las observaciones en
funcion de los autovalores de la matriz de autocorrelacion R y de o . Tenga en cuenta

que: tr(E[X)_(T:I )

SNR =
triE[ﬂET] )

donde tr(...) indica la traza de una matriz.
4. Demuestre que el sesgo o bias promedio cuando tomamos la proyeccion

X :gr(X+H) como una estimacion de X vendra dado por:
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5. Demuestre que la varianza cuando tomamos la proyeccion X, =P (X+m) como

=r \—

una estimacién de X vendra dado por:

o’ =%tr(E[(Xr —e[x, )%, -ex,]f D -

6. El error cuadratico medio cuando tomamos la proyeccion X, :zr(}_(+ﬂ) como una

estimacion de X vendra dado por & =b? +o? . Esboce la evolucion del sesgo y de la
varianza en un grafico en funcién del valor de r en el intervalo 0<r <N . Justifique
que el error cuadratico medio presenta un minimo para un posible valor de r.

7. Si la relacion SNR es arbitrariamente pequefia (SNR — 0), justifique que seria

razonable tomar r=0, es decir, para X, =0, o dicho de otro modo, la estimacion

A

X, =0 es mejor que la propia observacion X=X+ N en un sentido de minimo error
cuadratico medio.




